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1, INTRODUZIONE 


Gli esempi standard di applicazione formale della teoria del- 
le perturbazioni degli operatori lineari che si trovano esposti in tutti i 


libri di meccanica quantistica sono i seguenti: 


2 
(0.1) L'oscillatore anarmonico: H(g) = - 3 * xl + gx, x € R, g> 0, per 
x 
turbazione di H(0) = - La + xi, l'oscillatore armonico (prototipo 


x 
di - A + x] + g Pon)» xe (x, 3+++3%n) e R', Pam polinomio ellit- 


tico di ordine 2m). 


(0.2) L'effetto Zeeman: H(g) = - A - Pai + g(xÎ * x), x € R3, perturba- 
1 


zione di H(o) = - A - |x[T s l'atomo idrogenoide, (prototipo di 
N N A N 1 N 4 2 
ba sa: cl 
LARE A rg to 2 +9 
i=1 i=l i<k=f i=f 


2 2 2 
r. = (x; +y; + Zip, lu * (x; - x) + (Yi = Y,) + (z; = &y 


effetto Zeeman per un sistema atomico qualsiasi). 


(0.3) L'effetto Stark: H(g) = - A - 1x7! + gi XE Ri, perturbazione an- 


cora dell'atomo di idrogeno (prototipo di 


N N N N 
-f = 
È È By * pa i. RE Ep La x» effetto Stark per un 


sistema atomico qualsiasi). 


In tutti e tre i casi si vuole risolvere il problema spettra- 


le per l'equazione di Schròdinger stazionaria: 


H(g) w(9) = E(9) y(g) 
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che si cerca di esaminare, almeno per g piccolo, alla luce della teoria 
delle perturbazioni degli operatori lineari essendo per ipotesi nota la de 
composizione spettrale di H(o). 

E' bene ricordare a tale proposito che i principi della mecca 
nica quantistica affermano che i valori possibili dell'energia di un siste 
ma autonomo sono tutti e solo i valori assunti dallo spettro del corrispon 
dente operatore di Schròdinger, nel nostro caso H(g). A sua volta H(g) si 
scrive, formalmente, a partire dalla funzione Hamiltoniana del corrispon- 
dente moto classico, qualora essa sia esprimibile in termine delle coordi- 
nate cartesiane, tramite la sostituzione a i o dove P; è l'impulso 
Hamiltoniano canonicamente coniugato alla coordinata Xi Si noti che pren 
diamo h = 1, tutte le masse uguali a 5 e tutte le cariche uguali a 1. Per 
tanto (0.1) deriva-dalla funzione Hami]ltoniana pi sa + g xi che descri- 
ve il moto rettilineo di un punto sotto l'azione del potenziale anarmoni- 
co x + g x*, (0.2) dalla Hamiltoniana + I° px, A=BAZ, 

B = (0,0,B x)» g= p°, che descrive il moto di una carica nel campo 
Coulombiano - x7 sotto l'azione di un campo magnetico esterno uniforme 
diretto lungo l'asse X33 (0.3) dalla Hamiltoniana ;e +9% 7 px che 
descrive il moto della medesima carica stavolta sotto l'azione di un cam- 


po elettrico esterno uniforme diretto lungo l'asse x,. Il parametro g mi- 


sura quindi l'intensità di anarmonicità nel caso ti); l'intensità del 
campo magnetico esterno nel caso (0.2), e l'intensità del campo elettrico 
esterno nel caso (0.3). 

Nel seguito cercheremo di dimostrare come la teoria delle per- 
turbazioni degli operatori lineari fornisca una descrizione sostanzialmen 
te completa della modificazione dello spettro di H(g) quando g varia da 


0 per assumere valori piccoli in un senso che verrà precisato. 


Bibliografia. Per la teoria generale delle perturbazioni de- 


gli operatori lineari, si veda ovviamente T. Kato (1). 
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Una presentazione più succinta della teoria generale è quella 
di M. Reed e B. Simon (2) che però è specificamente orientata verso la teo 
ria degli operatori di Schròdinger, di cui dà una trattazione assai detta- 


gliata e pressoché completa fino al 1978, anno di uscita dei volumi 3 e 4. 


In particolare i paragrafi. XII1.3 e XII.4 contengono praticamente tutto quan 


to verrà esposto sul problema (0.1). Rassegne generali dei risultati otte- 


nuti di recente sui problemi (0.2) e (0.3) sono contenute in [3], [4], [5]. 


Notazioni. Se H è uno spazio di Hilbert complesso, e u, v € H, 
denoterò con < u,v > il loro prodotto scalare, e con u =< u,u a lie la 
norma. L(H) denota l'insieme degli operatori lineari in H, e B(H) c L(H) 
l'insieme degli operatori lineari continui in H. Per T € L(H), indicherò 
con D(T) il suo dominio, con Ran(T) il suo codominio, con .lp la sua nor- 
ma del grafico, e con Hr = {D(T); LS, lo spazio di Hilbert ottenuto com- 
pletando D(T) rispetto alla norma del grafico. Indicherò con R(z,T)=(T-z) 
il risolvente di T, z € È, con p(T) l'insieme risolvente di T, con o(T) 
lo spettro di T, con 0,07) il suo spettro puntuale, con 0095 07) il suo 
spettro essenziale, e con W(T) il suo range numerico, definito da 
W(T) = {ze (I :z=< Tu, u>|]ue D(T), Iul= 1}. Con H", m € R, indiche- 
rò infine gli spazi di Sobolev Hilbertiani H">2(p"). I] valore di m sarà 


di volta in volta evidente. 


1. RICHIAMI SULLE PERTURBAZIONI REGOLARI DEGLI AUTOVALORI 


E' bene premettere le nozioni fondamentali della teoria delle 
perturbazioni nel caso regolare, dovuta a Rellich e Kato, cosa che faremo 
nel caso più semplice possibile. 


Sia Lp € L(H) chiuso, V € L(H), D(V) > DT) 


i 
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Definizione 1.1. V si dice relativamente limitato rispetto a 


LA se V è limitato da HTo a H, cioè se Ac > 0 tale che 


l 


(1.1) Il Vu ia = c[Ilulh+Il TI], ue DT) 


o, equivalentemente, se esistono a > 0, b > 0 tali che 


Vul < bll Tol Il+ allull, ue DT) 


Teorema 1.2 (Rellich-Kato). Sia Lo € L(H) chiuso, e V relati- 
vamente limitato rispetto a T- Sia g € C, e sia T(g): 0 + L(H), 
T(9) = i, +g V, definita su DT) Allora: 
1) 13 > 0 tale che T(g) è chiuso per |g| < 3. 
2) Sia i, € è un autovalore isolato di T, di molteplicità (algebrica) 
m< +, Allora do è stabile per g sufficientemente piccolo, cioè dato 
8> 0 39, (8) > 0 tale che per |g| < 9, (8) T(g) ha esattamente m auto 
valori A; (9) (contati secondo la loro molteplicità algebrica) interni 
7 A; (9) "0 
3) Siam = 1. Allora % > 0 tale che X(g) è sviluppabile in serie di 


a {z: |z-X]|=5},e lim 
(0) + 


Taylor di punto iniziale l'origine e raggio di convergenza CE e pertan 


| to A(g) è una funzione olomorfa di g almeno per |g| <q 
Dimostrazione. Sia u € DT) Si ha, per (1.1): 


IT(g)ull sl TUl+ |g|llvull < IT + \gl cIIT + ul] = 
= (1 + |g| c) IT + gl c Ilull 


IIT(g)ull 2 IT, Ull- |g] livull= (1 - [g| c) ITS! - |g| c Ilull 
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Da queste due stime segue immediatamente che esistono g > 0 e 


due costanti c, > 0, c, > 0, indipendenti da g e [0,3], tali che: 
c, Illull + IT £ IT(g)ull + Ilull < C, INTUI+ ul, |gl sg 


Il*Il € Il*II sono così equivalenti, e quindi T(g) è chiuso se e solo se 
T(g) To 
T_ lo è, 
lo) 
(2) Sia d la distanza d'isolamento di LI » definita da 

d = dist(X o? o(T, IMA, }), positiva per ipotesi. sia ba la circonferenza 

: |z- N |=6; 8< dI. Per ipotesi Ran(T, = 2) = # "e ere IK>0 
tale che sup R(z,T,) <K. Dato che UA, A : DT) Ia! H, per (1.1) 


zel 
si ha: D 


Ive = 2 viso FIT, = 2°! vil + IT, (7, - 20°) vil) da cui: 


sup IV(T, = 2) vis ek Ivil + Iv + 27, - 2) vi) 


zl, 


Sc(K+14+ K(]x_] +63) Ivi) , © WveH 


Si vede dunque che % > 0 tale che 


(1.3) sup Il g V(T dm, Igl<3g 


Iet, 


TT ora l'identità T(g) - z = (T, +gV- z)= 
= (I+9V(T_ - 2) LE CL, - z), banalmente vera per z e o(T, ). Se |gl<%g 9° 
(agua, - 21 da 


perché somma della serie geometrica F 4° g "VT, - z) tn » conver- 
n= 


(SÌ AG. con norma limitata vi ormemente SUZET 


gente in B(H) uniformemente rispetto a z € I, in virtù di (1.3). Esiste 


pertanto K, > 0 tale che 


I7. 


(1.4) sup II(T(9) - 21° Il <K 


zeS, 


1° 
Osserviamo ora che 


(1.5) lim sup |R(z, T(g)) - R(z, T.)|=0. 
g+0 ze; 6 


Infatti, dato che D(T(g)) = DT)» vale l'identità 
R(z,T(9)) - R(z,T,) = g R(z,T(g)) V R(z,T,)» da cui 


sup IIR(z,T(g)) - R(z,T,) Is |g] K,(K+1 +K(]a,l +8))+0 per g+0. 
zeT 
8 


Per (1.4), possiamo definire: 


(1.6) P(9) == | R(z,t(9) dz. gl <3 
2i È (0) 
6 


E' ben noto ([1], p. 178) che (1.6), intesa nel senso di 
integrale forte di Riemann, definisce un proiettore: P e B(H), p° = P. Per 
(1.5), sia IIP(9) - P(o)Il= 0. Pertanto ([1], p. 58) Ag, (8) > 0 tale 
che, per |g| $ 9, (8), dim Ran P(g) = dim Ran P(o). Poiché dim Ran P(0) = m 
per ipotesi, T(g) ha esattamente m autovalori A; (9) (contati secondo la 


tim, A, (9) = La perché $ < d è 


loro molteplicità algebrica) entro T,, e 
6 g+ 


arbitrario. 
(3) Se m = 1 le molteplicità algebrica e geometrica coincido- 


no, e P(g)u è autovettore Vu € H: (T(g) - A(9)) P(g)u = P(g)u, quindi: 
(1.7) x(g) = < T(9) P(g)u, P(g)u >/IP(g)ull" 


Scegliamo ora per comodità u = u, 3 P(o)u: To - x) 4, 0, e 


mia 


6 = 5, ponendo Di = T. Allora: 


/2 
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f 
(1.8) P(g)u -" | (T(9)-2)"! ud = 
E 


= pa) -g)" J 2 va - 27)" u, d2 


l'inversione della serie con 1' integrale essendo 0 per |g| < % 

virtù di (1.3). Da ciò segue facilmente che IIP(g) U, n° è di tutt in 
serie di IRO di n iniziale 0, e si noti che possiamo sempre assu- 
mere IIP(0) U È = lu, È » Allo stesso modo si procede per il numerato- 
re di (1.7). pi (g) ili così espresso dal quoziente di due funzioni olo- 
morfe in un intorno di g = 0, di cui la seconda non nulla, e pertanto 

19, > 0 tale che A(g) è olomorfa almeno per |g| < UÈ Ciò prova il Teo- 


rema. 


Osservazione. Lo sviluppo in serie di Taylor di A(g) attorno 
= 0 ha, per (1.7) e (1.8), la forma: 


00 o 00 
a n n_ n =: 
(1.9) Mg)= 2 ALg/) Ba-) E 9» E 3% 
n=0 n=0 n=0 


ed è in linea di principio calcolabile poiché i, 2), U, 6 LA sono da 
considerare noti. La (1.9), dove i B, sono dati da (1.8) e gli A dalla 
sua analoga, prende i] nome di serie "date perturbazioni di Batatale 
-Schrédinger. i 

Sostanzialmente con lo stesso ragionamento si può dare Ja se- 
guente versione astratta del Teor. 1.2, che sarà ampiamente utilizzata in 


seguito. Per la dimostrazione, si veda ([1], VII.1). 


Definizione 1.3. Sia 2 C È aperto e connesso. La funzione 
T(9): 2+ L(H) si dice famiglia olomorfa (di tipo A) di operatori in H, 
nel senso di Kato, se: 
(1) T(g) è chiuso V gEA, e D(T(g)) =D non dipende da g. 
(2) p(T(9)) #7 9 vgeo. 


(3) La funzione T(g)u: 2 + H è olomorfa VuEeD. 


Teorema 1.4. Sia T(g): 29 > L(H) una famiglia olomorfa di tipo 
A. Sia 90 E 2, e sia M9p) un autovalore isolato di molteplicità (algebri 
ca) m € + 0° di UCRE Allora esiste un intorno di 9, PE” cui valgono le 


stesse conclusioni del Teor. 1.2. 


Osservazioni 

(1) La limitazione a m = 1 nell'affermazione (3) del Teor. 1.2 
non è essenziale. Per m > 1 P(g) è una matrice m x m; gli autovalori x; (9) 
possono così avere singolarità di tipo algebrico a 0, e sono in generale 
sviluppabili in serie di Puiseux. Si veda ([1], pp. 93-96)... 

(2) Nessuno degli esempi (0.1), (0.2), (0.3) rientra nelle 
ipotesi del Teorema 1.2. Anzi l'ironia del caso vuole che in tutti e tre 
questi esempi famosi la serie delle perturbazioni, pur esistendo termine 
a termine, abbia raggio di convergenza nullo. 

(3) L'insieme degli operatori di Schròdinger di concreto in- 
teresse fisico a cui il Teor. 1.2 può essere applicato è tuttavia sorpren 
dentemente non vuoto. L'esempio più conosciuto è la cosiddetta serie iso- 


elettronica dell'elio: 


de -1 -1 -f _ Meli PRETR 
T(g)=- 8, - dx lx, | lx | +9|x, xl > x= (xj3x 7) EIRxR 
; 2.00 -1 ; 

che agisce su L'(R) (g = Z , Z = numero atomico, la massa del nucleo è 
assunta infinita, e si trascurano spin,effetti relativistici, ecc.). Qui 

- - . 6 seg 
T_=-40-4 - |x,l Va |x.l ! che è autoaggiunto in Li qR ) se defini 
o) x x 1 2 = 2 7 
to su H”, e la moltiplicazione per V = Dx 5 xpl è limitata da H _inL 


(per una trattazione dettagliata, si veda ([1], p. 432)). 
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2. L'OSCILLATORE ANARMONICO: UNA PERTURBAZIONE SINGOLARE CHE LASCIA GLI 
AUTOVALORI STABILI 


Nei tre casi che esamineremo la teoria delle perturbazioni non 
è regolare. Tuttavia la serie (1.9) esiste a ogni ordine, cioè En esiste 
Yn, ed è calcolabile (numericamente) fino a valori di n dell'ordine di 100. 
In fisica si ha motivo di accettare senz'altro che, per valori piccoli di 
g, pochi termini di tale serie diano una buona approssimazione dell'autova 
lore perturbato, di cui si assume pacificamente l'esistenza. Si vedrà che 
questo atteggiamento è sostanzialmente corretto anche dal punto di vista 
matematico nonostante che, specialmente nel caso (0.3), non siano poche le 
sottigliezze da superare. 

L'intuizione fisica ci dice dunque che gli autovalori si devo- 
no mantenere stabili sotto l'azione delle perturbazioni, e che la serie di 
Rayleigh-Schrédinger deve per lo meno rappresentare uno sviluppo asintoti- 
co degli autovalori perturbati per g + 0. Proveremo in realtà delle af fer 
mazioni più forti, e cioè non solo la stabilità degli autovalori perturba- 
ti, ma anche il fatto che essi sono univocamente determinati dalla serie. 
A questo scopo faremo vedere che autovalori e serie soddisfano le condizio 
ni del corollario ad un ben noto teorema di Carleman che sarà qui suffi- 


ciente enunciare. così: 

Teorema 2.1 (Carleman). Sia F(g) olomorfa in 9 = 
= {g Ed: 0< |gl <R; |arg g] < 1 mt+e , e > 0}, continua in 2. Suppo- 
niamo che FA > 0 tale che 


IFto)] s A" ni [gl", bi= dti 


g €. Allora F(g) = 0. 
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Corollario 2.2. Sia F(g) olomorfa in 2 e continua in v come 


00 
s n 5 i i 
sopra, e sia DA a, g una serie di potenze formale. Supponiamo: 
n= 


(1) F(g) ammette bi an o" come sviluppo asintotico in © 


n=0 
1 v n 
(2.1) lim — |R;(9)|=ay,R,(9)=F(9)- ag, N=1,2,... 
si NN N°"N gp ila 
Igl+0,ge® ]gl n=0 


Ostia GEM 


(2) (2.2) 1A> 0 tale che [Rx] <a*** ni Jgl", n 


Allora se G(g) soddisfa le medesime condizioni F = G. 


Teorema 2.3 (Watson-Nevanlinna). Sia F(g) olomorfa nel setto- 
T T i <“_ = 
reo, = {g: 0 < [g] < R[|arg g|] < ella a|0<Ka< D» continua in 2. Data 


la serie formale d a, g", supponiamo che F(g) e la serie soddisfino le 


condizioni del Cor. 1.2 dove si intende 6, al posto di 2. Allora la serie 
è sommabile secondo Bore] a F(g) in {g: [gl <R | |arg gl < a}. Ciò signi- 
fica che ‘la funzione fp(9) = ba I g', olomorfa per |g| < A in virtù di 
(2.2), ammette prolungamento analitico uniforme al settore |arg g|l <a 
tale che l'integrale È e! fp (g t) dt risulta assolutamente convergente 


(o) 
per |g| < R, |arg gl <a e coincide ivi con F(9g). 


Osservazione. I risultati precedenti hanno estensione al caso 
di divergenze più rapide della serie formale bd an g', ammettendo l'ana 
liticità di F(g) in un settore più vasto. Essenzialmente, se a, = 0((n1)") 
per n > o, m > 1, si ha unicità qualora F(g) sia analitica in Q = 
= {g: |0 < [g| < RJ [arg gl < cf continua in Do e ivi soddisfacente 
(2.1), (2.2) con T(m N + 1) al posto di N! in (2.2), e sommabilità di 
Borel in |g| < R, |arg g|] < a qualora le condizioni precedenti valgano 
in |arg gl < Di + oa. Si noti che per m > 2 9 sta sulla superficie di 
Riemann naturale. Per la dimostrazione di quanto precede, si veda ad esem 


pio Reed-Simon, XII.4, XII.5. 
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dè 4 È 
Esaminiamo ora il caso di T(g) = - tx +9x inl (R). 
Ricordiamo anzitutto che T(0) = - Da + xi (si Fida ad es. [6]) definito 
su HÉ n DixÉ) = HÉ 
o(T(0)) = {2i + Li 0° ogni autovalore x, (0) = 2î + 1 è semplice, e l'au 
ATE H; (x), dove H, (x) 


x 
n da è autoaggiunto, ha risolvente compatto, e 


tovettore corrispondente normalizzato è di =, B 
è l'i-esimo polinomio di Hermite e c; è la costante che fissa ly; ll = 1, 
Richiamiamo ora alcuni risultati noti su T(g) per g > 0. Per 


la dimostrazione, si veda Reed-Simon (2), X.I e XII.3.4. 


Teorema 2.4. Sia T(g), g> 0, la famiglia di operatori in Le 
definita dall'espressione differenziale DL + x + g xi su D(T(g)) = 
= H? la) le Allora T(g) è autoaggiunto, cileni positivo, ha risolven 
te compatto e possiede un'infinità numerabile di autovalori 


0 < x, (9) <a,(9) <... A, (9). È + da, 


1>0%0 


Osservazione. g x* non è una perturbazione regolare di T(0) 
per nessun valore di g, poiché D(x) &d D(T(0)). Per di più T(g) non è es- 
senzialmente autoaggiunto per g < 0: è simmetrico con indici di difetto 
(2,2). Non c'è quindi da attendersi che A; (9) sia analitica a g=0. 

Volendo verificare nel caso in esame le condizioni di 2.2 e 
2.3 sugli autovalori e la serie formale delle perturbazioni dobbiamo po- 
ter considerare i A; (9) come funzioni di g intesa come variabile comples 
sa. Pertanto dovremo determinare Je proprietà spettrali di T(g) per g com 
plesso, e verificare la stabilità degli autovalori di T(0) per g piccolo 
in un settore di apertura almeno n attorno a g > 0. E' bene notare che, 
anche per g reale e positivo, anche quando la perturbazione è un polino- 
mio di ordine pari che non introduce spettro essenziale, in generale la 
stabilità non è un fatto banale, come mostra i1 caso seguente: 

2 


Esempio 2.5 (la doppia buca). Sia T(g)=- La Pata. 
dx 
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2 
D(T(g))=H n 5 g > 0. Allora T(g) = T(g)*, ha risolvente compatto e 


infiniti autovalori positivi che si accumulano a + © Vg 2 0, ma gli au- 


tovalori ); (0) non sono stabili per g > 0 perché dim P(g) = 2 per g picco 
lo. Per la dimostrazione si veda [2], XIII.4. L'instabilità ha un motivo 
fisicamente ovvio (si veda ad es. Landau-Lifshitz (7)). 

Volendo ora realizzare T(g) per g complesso per ragioni che ap 
pariranno subito chiare conviene considerare una famiglia a due parametri 


in L(Li). 


Teorema 2.6. Siano (a,g) € È x 4, |arg gl <m, e sia 
2 101 d 2 4 2 2 
T(0,g) E L(L') definita da - —+ax +9x con D(T(a,g)) = H N Ly 
dx 
Allora T(a,g) è una famiglia olomorfa di tipo A, V a € È per g fisso, 
Vg in |arg g| < n per a fisso, di operatori in pe con risolventi compat- 


ti. 


Dimostrazione, E' ben noto (e, comunque, immediatamente veri- 

ficabile) che T(0,9) = - La + 9g go è chiuso e ha risolvente compatto (si 
x 

ricordi che |arg LI < n). Esistono pertanio, a(g) > 0, b(g) > 0 tali che, 
Vu eu n iù Il- La u ll+ ix ull<b II(- da + g e ull+a llull. 

4 dx dx 2 4 

Inoltre dato B > 0 3B(8) sì tale che x° < B x + B(B), da 
cui: Iluts gle'ul+8(8) u 8 bI0--d7+ gx) u la (a+8(8)) Iul, 

2 dl: 4 x 
la x ull< |a] B bII(- re ni x") ull+ [a|(a+B(8))lul. ora Vae è AB ta 
x 
le che |a| 8 b < 1. Ragionando come nel Teor. 1.2, si conclude che T(a,g) 
A 
è chiuso Va € | e che si può trovare z € È tale che la x (T(0,9)-z) I<1 
ò 1 

Via € È poiché ([11, p. 268) IT(0,9)-z) ty dist(z,W(T(0,9)) . Pertan 
to, procedendo come nel Teor. 1.2, parte (2), si ottiene l'identità 
(T(a,g)-z) = (T(0,9)-2)! (1+0 trio che implica la compat 
tezza di R(z,T(0,g)) esprimendolo come prodotto del compatto R(z.T(0,9)) 
per il limitato (1 +a xd Biati0,r Poiché se R(z,T) è compatto per 


un z &È lo è Yz €È ([1], p. 187), e poiché inoltre la funzione 
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2 2 2 i : È 
T(a,g)u: È x È + L° è olomorfa Yue H" n Ly» l'affermazione è provata. 
La chiave di volta della nostra analisi tanto in questo caso 
che in quello,assai ‘più sottile, dell'effetto Stark, è costituita dal se 


guente 


Teorema 2.7. o GER, e hiv Lo Li la dilatazione unita- 
ria (U(0) f)(x) = Ri f(e 9), 3 € E. Allora: 
(1) T(a,9,0) = U(6) T(a,9) u(e)"! » l'immagine unitaria di T(a,g), è data 
da T(0,9,0) = e °° Tia 2°, g e 
(2) T(a,g,0)ammette prolungamento come famiglia olomorfa (di tipo A), con 
risolventi compatti, per tutti i 6 complessi tali che |arg(g ey <t, 
(ag) fissi. 
(3) Gli autovalori di T(0,9,0) non dipendono da @ e coincidono pertanto 


con gli autovalori di T(a,g). 


Dimostrazione. (1) e (2) sono una conseguenza immediata delle 
proprietà di omogeneità ‘di T(a,8) e del Teor 2.6. Si osservi ora che per 
il Teor. 1.4 gli autovalori di T(0,B,0) sono funzioni localmente olomorfe 
di 6 per (a,g) fissato. Ora se 80 € R, si ha ovviamente che T(0,9,0+0,) e 
T(0,g,8) sono unitariamente aio, Pertanto A; (a,9,98) dipende solo 
da Im@ ed è quindi costante Vi, pi che prova 1' a, 


1/3 


Se a = 1, prendendo n. = go si ha immediatamente: 


Corollario 2.8. x; (1,9) = gl DI st) 1 = ta (2,3) 


E ia 
Gli autovalori A, (9) sono ovviamente in questa notazione i À; (1,9) che, 

considerati come funzione della variabile complessa g, per (2.3) ammetto- 
no a priori una superficie di Riemann a tre sheets, convenendo al solito 
di porre il taglio lungo l'asse reale negativo. Il problema è determinare 
se su questa superficie di Riemann esistono percorsi di continuazione ana 


litica. Il Teor. 1.2 e il Corollario 2.8 affermano che tali percorsi esi 
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stono sempre per |g| grande e che dopo tre giri si ritorna al valore ini- 
ziale (si veda Simon (9) per maggiori dettagli), ma qui si vuole determi- 
nare l'analiticità in un settore di vertice lo zero attorno all'asse reale 
positivo. 

A tale scopo conviene utilizzare la dilatazione per fissare a 
zero la fase del termine perturbante: sia a = Pai rg a cioè Re 8 = 0, 
Imn0 =- 1 arg g. Pertanto, se |arg g| < m: 
1, (1,9) n 01/3 i argg "0 i arg LA gl) 


sendo ovviamente autovalore di T(e 


; Le i argg 


72/3 È arg 9 [gj). Si ha: 


d) |g]) es- 


Lemma 2.9. Sian> 0, @ = arg g, |d| £ 3 t- n. Allora, se 
+ fettte 9 16 pp 


(2.4) hi; iR(z,T(e 2/3! ®,191)) - RIz,t(e 2/3! 9,0) 1 = 0 
gl>0 


uniformemente rispetto a è. 


e 2/3 i $ 


? A A 2 
Dimostrazione (cenno). Sia y = » |argy|£n- 3 


SAINTE 
T(y,0) = - dr + sd, D(T(y,0)) = HÉ n da T(y,0) è chiuso, ha risolvente 


compatto, e o(T(y,0)) = ty!/?(2 i+ DI. 0° E' facile vedere che Aa > 0, 


b > 0 indipendenti da y nei compatti di {y: |arg y| Sn - n} tali che 


2 
(2.5) IxZu Is bIT(y,0o)ul+ blul, Yu eHn La 


Procedendo come nel Teor. 2.6 si vede che esistono a, > 0, b, > 0 indipen 


denti da y come sopra e da |g| > 0 tali che 


2 2 
(2.6) Ixfuls b,IT(y,|gh)ul + aflul, Vuek” nLi . 


Osserviamo ora che, in particolare, l'unione su |g| > 0 e |Jargy|sm-n 
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di W(T(y.[g|])) non contiene l'asse reale negativo: dunque se z £ R_, 

FK > 0 indipendente da (|g|,y) tale che IR(z,T(y,|g|)l < K. Si noti poi 
che basta provare la (2.4) per un qualche z € C affinché, per la 1° iden- 
tità del risolvente, essa valga Vz £ o(T(yY,0)). Dato che HÉ n E [ca H n LE 


4 ga 
vale l'identità: 
2 
R(z,T(Ys|9])- R(z,T(Y,0) = [gl R(z,T(y,0))xfx£R(z,T(y,[9])). 


Per (2.5), (2.6) e il ragionamento del Teor. 1.2 si vede che 
IK,» K, > 0 indipendenti da (|g|,y) tali che ll xÉ R(z.T(y.]9]))I < Ky> 
IR(z,T(y,0)) x 1< k,. Pertanto I R(2,T(y,0)) - R(2,T(y,l9]))1 sk, k, [gl +0 


per |g| > 0 con le uniformità volute in (r.|9]), e ciò prova i1 Lemma. 


Teorema 2.10. 

(1) Gli autovalori Le (o) di Mall gaò = T139)lg-0 sono stabili per 
gl > 0 sufficientemente piccolo, larg gl < m. 

(2) Siano ancora A; (9) = A; (1,9) gli autovalori di T(1,g}, ordinati in 
successione crescente per g > 0: allora per i = 0,1,..., 3B(i) > 0 
tale che A; (1,9) è analitica nel settore 
Q, = {g: [g|<B(i) | Jarg g] <3 m- n, n> 0} sulla superficie di 


: e | ; È 
Riemann di g fs e continua su Qi 


Dimostrazione (cenno). Definiamo la famiglia di proiettori: 


/ 


P_([9g) = J LTOys191) - 21°) az 
Ù sn Iz-2i-1]=3 


Per il Lemma 2.9 e il ragionamento del Teor. 1.2 


lim IP_(|gl) - P_(o)I = 0 uniformemente su y e quindi gli autovalori 
|gl+0 * Li 


IH 


sono stabili. D'altra parte dato i 3 B(i) > 0 tale che iP_([9l) - p_(o)I <1; 
|gl < B(i); quindi, per un risultato ben noto, (si veda ad es. [2], XIII.2) 
la molteplicità di A; (Y:19]) è sempre 1 per 0 < |g| < B(i), |arg y| < m- î n; 
non c'è dunque alcun incrocio di autovalori ivi. Per il risultato generale 
di Kato (si veda [1], pp. 368-370, o Simon (9), II.1) x; (v.]9]) è dunque 
olomorfa in y come sopra, e riesprimendo il risultato nella variabile g, 
abbiamo che X.(1,9) è analitico in 9, e continuo in d, 

Vediamo ora la sommabilità della serie delle perturbazioni, con 
siderando senza perdere in generalità il caso i = 0, perché il ragionamento 
non dipende da i. 


(ce) 


Osservazione 2.11. La serie delle perturbazioni #° An g" re- 
n=0 


lativa all'autovalore \ (0) = 1 esiste, cioè A_<+© Yn. 
(o) n 2 
Rai e * y2 


Infatti, per quanto visto al n. 1, essendo Vo = 


l'autovettore di x (0) = 1, (- Co + di di * Le ia do , basterà far ve- 


dere che esistono Ti serie ‘romali per < do »P, (a ) Vo > 3, 
ve T(9) Pol9) Vo 73 CVooT(0) Pol do SERI PIO) Vo > 
Ora p,69) 5 (ent) — baila (T(1 dhe pi LA dz ma, formalmente: 
T(1,9) - 21! = (T(0) -2)7! $ 5 IT(0) - 2) Up, Il cerchio 
= |z- 1] = 3è contenuto A A(T(0)), e (T(0) - 2)! v, = (241 - 2)! 


Inoltre < Vi» V Uk >= 0 se |i-k| > 4, Un 3 èned Unagt***9n-4 Un=4 * 
da cui si vede chiaramente l'esistenza della serie formale eseguendo le 


integrazioni con il metodo dei residui. Pertanto si ha: 


Teorema 2.12. Sia |arg glm- n, Igl < iu Allora l'auto- 
valore a (g) e la sua serie delle perturbazioni ;® A Ch soddisfano le 


stri del Teor. 2.3. nea 


Dimostrazione (cenno). E' noto, e facilmente dimostrabile, che” 
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se u(g), v(g) soddisfano le condizioni del Teor. 2.3 e v(g) # 0, anche il 
quoziente ia le soddisfa. Pertanto basta considerare il denominatore 

< Ra Po P_(g) LA >, e, dato ci sviluppo di P 069) Vo? basta stabilire la con 
sione a per (T(g) - si Vo , con tnientan uniformi in z per 

|z - 1] = per |g|< B(o nre gl $m- n. Scriviamo pertanto lo svi- 


luppo dia del risolvente all'ordine N tenendo il resto: 


N 
ma au L Cata I)" 4 - 
n=0 
= (9 crt) - 2 Lutto) - N 4 


(0) 


la cui validità può essere facilmente provata perché 1' A Ù, 

in S. Poiché 3K > 0 tale che (Lemma 2.9) ave I(T(g) - z) il < Ki ipatio» 
Ze 

rà far vedere che Ac > 0,0 > 0, indipendenti da (g.z), tali che (iv! =1) 


(2.6) ILv(t(0) - 2) N! I sKc PULITE OT 


Se definiamo al modo solito gli operatori di creazione e distruzione (si 
veda ad es. [6]) 


(2.7) Loi tai, atei) 


(2.8) [a,a']= i, T(0) = ala +1, 0° = 1la* 4 a)! 
_ + = 
a LA =mM UTO, a di =Vn+1 Waa1° 
Pertanto la normardi [V(T(0) - 2) HAM LA sarà maggiorata dalla somma di 
(2%)8* si termini del tipo 
-N-1 -1 1 =i 
4 18, By(T(0)-z) BL. T(0)-z) Bay alT( )z) yIl 
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dove ogni B vale a oppure a', da cui segue facilmente la stima voluta. 
La generalizzazione di tutti questi risultati al caso di 
2 
T(g) = = A + [xl + g Pn 0%), x ER", D(T(9)) = H°(R") LT (R"), non 


offre alcuna ulteriore difficoltà concettuale. 


3. STABILITA' SENZA CONTINUITA' IN NORMA DEL RISOLVENTE: L'EFFETTO ZEEMAN 


; 3 : È 
Sia V: IR +IR un potenziale. Denotiamo ancora con V l'operato 


2 


re massimo di moltiplicazione per V(x) in H = 1“ (k3) L°, e con de + L 


la seguente classe di potenziali: 


Nra 2 v. ] 
{V: V=V,+V, Iv, € L'IvVeL:lvi <e}. 
Ricordiamo ([1], p. 304) che la moltiplicazione per V € "= + L- è compat- 
ta come operatore da H° in e, e quindi, in particolare, limitata da H 
in TE, con sup relativo 0. 
Cominciamo con l'enunciare un risultato standard per ]'opera- 
tore di Schròdinger - A + V. Per la dimostrazione, si veda Reed-Simon (2), 
Voll. III-IV, passim. (qui e nel seguito, dato T EL(H), denoteremo: 
= = T* j j 
og) o(T)\ ogg 1)» eseT=T*, 05007) lo spettro singolare continuo, 
e O el) lo spettro assolutamente continuo di T). 
; 3 2 % 
Teorema 3.1. Sia H = - A, D(H) = H(R),VeL + Lo Allo- 
ra D(V) / D(H)» e se T = H, + V, D(T) = D(H > si ha: 
(1) T è autoaggiunto, T = T*, e inferiormente limitato. 
(2) agg 01) = 0s6s lho) = [0, + ©); 05cl) = 0 
(3) 04 (7) c inf[o(T), 0[ , CHIUDO) contiene un'infinità numerabile di auto- 
valori se FR > 0 tale che V(x) £- |a fete per |x{ > R, e > 0. 


di 


Consideriamo ora l'operatore dell'effetto Zeeman: 


Ra: 2 
Lemma 3.2. Sia gel, |arg gl <m. Sia H (9): d\R_>L(L°) 


2 


se 22 up: 2 _ 
definita da - A + g(x, + xp)» D(H_(9)) =" n D(x, + xo)» e sia H_ (0) =; Ho 


1 

Allora: 

(1) H (9) è una famiglia olomorfa (di tipo A), e H(9)* s H (9). 

(2) 04h, (9)) = 9, 0,55 (Ho (9)) = {(2n + 2)V9}, +[0, + ©); seg ef, 
92068, (9)) = 9. Qui n= n + N: Nja0, = 3] PISA 

(3) W(H_(9)) = {z € È: 0 <argz $ arg g}. 


Dimostrazione. Tutte le affermazioni seguono immediatamente 
dalfatto ovvio che H (9) è la chiusura del prodotto tensore 
S 9 Fil-as g(xî A x5)) e dal teorema di Ichinose ([2], XII1.10) 
sullò spettro del prodotto tensore di operatori strettamente settoriali. 
L'operatore dell'effetto Zeeman e le sue proprietà spettrali so 


no determinati dall'affermazione seguente: 


Teorema 3.3. Sia |arg gl < m, e.H(g): f\R_+ L(LÎ) definita 
da H(g) = H (9) + V, D(H(9)) = D(H_(9)), con H(0) = H, + V = T. Allora: 
(1) H(g) è olomorfa (di tipo A), H(g)* = H(g), inferiormente limitata se 

geERr. 


(2) 0,5 (H(9)) = 0 s(4(9))5 se g € R, 0,_(H(9)) ='9. 


es SC 


Dimostrazione. V è compatto da HÉ in E, e pertanto, a maggior 
ragione da D(H (9)) C H° tn n°, inoltre è limitato da H, (9) in Li; con 
(o) 
sup relativo 0. Pertanto (1) segue come nel Teor. 1.1 (che per g reale ga 


rantisce anche H(g) = H(g)* e la semilimitatezza inferiore: si veda Kato 
(1), p. 287-291) e dal fatto che H(g)u: D(H(g)) + L° è una funzione olomor 
fa Vge È. La (2) è una conseguenza diretta del teorema di Wey] data la 


compattezza di V da D(H_ (9) in E 


I=214 


Lo spettro discreto 0, di T = H(o) è stabile per |g| piccolo. 
Si ha: 


Teorema 3.4. Sia 0 = A(0) un autovalore isolato di T = H(0) 
di molteplicità m < + ©. Allora, se |arg gl <m, I, È stabile nel senso 
del Teor. 1.2 rispetto a H(g). Sem - 1, 3B > 0 tale che x (9) è olomor- 
fa inQ = {g:0<]|g| <B | |arggl<m-n,n> 0} e continua in 9. 


La dimostrazione si basa sul seguente 


Lemma 3.5. Sia LA = {fl € 0: |]argAi|] <mt- na mn > 0). Allora: 
(1) Fa > 0, b > 0, indipendenti da g nei compatti di Vo? tali che: 


2 È 2 2 
18%)» 


(3.1) Il -ausg(xi i ul +allul > i-dul + 1glÈ 1( I (xy, Ju iî , UEH ND(x,j+ 


2 
2 
(2) Sia K(g,z) = V R(z,H 069)» ge Vv.’ z È W(H_(9)), compatto per 3.3. Al- 
lora: Lim ig, sz) - K(o,z)l = 0, uniformemente in z nei compatti di 
g + 
V, =" {Z € 0: dist(z, VO) > 0}. 
(3) R(z,H_ (9))u + R(z, HU Vu € L°, uniformemente in (g,z) nei compatti 
di VxV_. 
n z 


Dimostrazione. (1) E' chiaramente sufficiente provare la (3.1) 


per u € C°. Nel senso delle oa urta: su C@C° si ha: 


2 2: 

Larino -d49(4)] = 4° +191%( x dx hai Im e A, (xja) + 
+ Re gl-4 xx lA . La disuguaglianza È -B si At B( sÉ +x Sha 0 dà, per 

1/2 22 21 2° 2°.2 22 
B = |gl “: Re g(-Ax -x 4) 2 - |g Re gl ( + lol” (x tX%5) ). D'al- 

zz R 
el PI 
tra parte i'-A, (x +%,)] 2(D, x + e, D kx, + Da * 24% mus allo 
stesso modo si ottiene: i Im gl- da Pia )] Al Mali -4+|9|2( xt DI 
= =1 

penna (agi) (- begli )) > (1-|g° | Re g|)a° - 2|g Img] ( 
+ 19] (1- |g "Re g])( + i zal2ta Im g( (x) da cui l'asserto sce 


#1 


=1,2 -1 
gliendo b = tu = [o d isso |C (1- |g Re g]) 
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(3) E' facile vedere che V_ è l'unione su ary gl<4m-n di 
W(H 019). Dunque [1, ha 268] ||R(z, H, (g))| < dist(z, or + Ora H_ (g)u> Hu 

se u E He N Dx + %o da, che è un dom né di tinta: SI di 
Ho: e così l' dia segue direttamente da un risultato noto [1, Teor. 
VITI.1..5] 

(2) Per la (3.1) 3#K > 0. indipendente da g ni” tale che 
MH, - z) R(z, ( 069) )<Kk, z EV, e per (3) (H- 2) Az, H_(9)u>u uel 
per [gl + 0, (9g, 2) ar x V, E' duciie vedere ide. per us EV, x Vv, 


2 


(3.2) K(g.z) - K(o,z) = V R(2,H) {H, - 2) R(z, H,(9)) - Il 


La (2) equivale a |K(g,z)* - K(o,z}|+ 0, K(g,z)* essen- 
do ovviamente la chiusura di R(z, H (9) V definito su Hi, compatto con 


K(g,z). Prendendo l'identità aggiunta di (3.2): 
(3.3) K(9,2)* - K(o,2)* = [R(E, H,(9))(H -2)- 1](V R(z, H,))* 


Ora l'immagine della sfera unitaria in e attraverso (V R(z, H))* è com 
patta, e R(z, H (9) (H_- 2) + I in senso forte per |g] + 0, g€ LIE, tale 
convergenza forte ha dunque luogo su un compatto, da cui ||K(g,z)*- K(0,z)*||+0, 


|K(9,z) - K(o,z)| + 0 per |gl + 0 con l'uniformità voluta in z. 


Dimostrazione del Teor. 3.4. Poiché do < 0, 36 > 0 tale che 
N = = sa Fi i sa Pr) i 
o(T) Cs fo» Cs {z: |z xl 6}. Inoltre d; dist(2,V.) > 0, 
cioè C, CV. PorzeV,z&éU o(H(g)), si ha: 
6 Z Z |g| > 0 


(3.4) R(2,H(9)) = R(2,k,(9)) +R(2,H (9) VR(2,H_ (OIL + VRC2,H, (91° 


Ora sup IR(z,H 069)! sd, e per il Lemma 3.5 (3) 1 g(6) > 0 tale che 
zeC 
6 
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-1 - = 
[1 + V R(z,H 06901 = da i “ per |g|l < 3(6), ze Cso e K, > 0 tale 
che sup ll1 + V R(z,H NLE . Pertanto K, > 0 tale che 
ze Cs 
(3.5) sup IIR(z, H(g)) l< Ko |gl £ 9(s). 


z sl, 


Osserviamo che, ancora Po la (3) del Lemma (3.5): 


‘sup Ù[1 + V R(z, H (g))] -[M1+V (2,8 "1 + 0 per |g|]l +0 e, ragio- 
zeC 
nando sempre allo stesso modo: 


(3.6) sup IR(z,H 1 (9VRAZ,H, (9) ER (2, (917! - 


zeC; 


- R(z,H) VR(Z,H)I1 + ICUORALE 0 


per |g| + 0. Pertanto, per (3.5) possiamo definire: 


sel 
P(g) = (2ri) f R(z, H (9)) dz, lgl = 
Cs 
e per il Teor. 3.2, (2) e (3), (e! c; R(z, H (g)) dz = 0 perché 
o(H_ (9) n Li =pe Cs c dad Per (3.6), pissiamo LAO che 
lim IP(g) - P(o)| = 0, e ciò prova l'asserto. 
|gl+0 
MRS. = n 
[ Teorema 3.6. La serie formale delle perturbazioni da, An g 
n= 
di punto iniziale l'autovalore x esiste. 
Sia R yl9) = DI A, g' il resto N-esimo. Allora 
A> 0 RELA da i in ul al <m-n,n> 0, tale che 


zz [ROEENCOINE 


Dimostrazione (cenno). Sia $ = s, d = distanza d'isolamento di 
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1 -1 
X_, C, come sopra, e d, = Sup IR (z) , R_(2)l= (T- z) = (A +V-z) . 
0 $ 1 zeCg È. 9 


Sia w l'autovettore di A : (-A+V)yw = w,IlwM1=1. E' noto (si ve- 
(o) o o 0: 0 1x]° 2 
da ad es. [2], XIII.12), che F.y > 0 tale che e'!*l y € L°. con B> 0, 


sia: 
(3.8) B(8,2) = [eSt x +x2), R_(2)] eBlXl i 14 Gi 4 


Si può vedere facilmente che 9 d, > 0 tale che sup IiB(B,z)# < d,. Ino1l- 


8 2 
= È zeC 
tre, ovviamente, 105 + x) e al <B È. Sia 3 


ky|x|/n 


(3.9) Vr _y(2) = e IOÈ + 5) R_(21"" 9, k = 0,14... 


e notiamo l'identità: 


so Kofi ta 221 
(3.10) Y,_y(2) =R_ (2) (xî4x$)e v|x]/n Wn-p-198 02) (iv ato) e rating 


che dà immediatamente, in virtù delle limitazioni precedenti: 


n+1,2 
SII Irrkedl 


n2 
sup My (2) S (4,7) +d, 
zeC; 


Poiché Y_ (2) = (ca + x) R (2) d vo? avremo: 


Ato, 2 
(3.11) sup Iy_(2)1 s ( n+ a 4a 
Y o 
ze Cs 


Ora, come al 2.12, il resto N-esimo dello sviluppo di P(g) Vo 


py(9v = 9" (ami) i (H(9)=2)"* [OX + x$) R(21" 4, de 


Sa 
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e pertanto per (3.5) e (3.11) A> 0 tale che 


N 
in, 1518 | KH(9)-2)"" ty (2) jaz] sK191" A‘ (20)! 


Sx 


r 


il che prova il risultato per il ragionamento ormai consueto. 


Osservazione. La divergenza come (2n)! dei termini della se- 
rie richiede che A (9) sia analitica almeno per |arg g| < m e continua al 
bordo per potere applicare la variante del Teorema di Carleman e avere co 
sì l'unicità. Ciò si può ottenere mediante l'analiticità per dilatazione. 
Poiché essa è la tecnica essenziale nell'effetto Stark mentre quì ha un 
ruolo marginale, posporremo' la dimostrazione dell'unicità al termine del 
Teor. 4.5. 


4. UN CASO INSTABILE: L'EFFETTO STARK 


Alle ipotesi del Teor. 3.1 aggiungiamo quella che Fa > 0 ta- 
le che V sia analitico per dilatazione almeno per |Im@]| < a secondo la de 


finizione seguente: 


Definizione 4.1. v: 1RÌ +IR si dice analitico per dilatazione 
per |Im 8| < o (brevemente: V € Co) se V(eÈ x), GER, è la restrizione a 
0 € IR di una funzione analitica per |Im 8| < a tale che la moltiplicazio- 
ne per V(0) = v(el x) definisce una famiglia olomorfa di operatori compat 
ti da Hi in Tal 

Esempio. Il potenziale di Coulomb è in C_: V(6) = - e ° ix}. 


L'effetto Stark presenta fenomeni sorprendenti. Il primo è: 
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| Lemma 4.2. Sia ge d, e H_(9) l'operatore in Lig) definito 

da -A + gx, SU D(H_ (9) = HÉ n D(x,). Sia h_(9) l'operatore in LÉ0R) de- 

finito in maniera analoga. Allora: 

(1) Se geR 4 (9) è simmetrico ed ha una ed una sola estensione autoag- 
giunta, denotata con H (9); 
o(H_ (9) = 0,554, (9) = 0,2 (4 (9) =R,g70. 

(2) Se Img #0, 4 (9) è chiuso. Lo si denoti ancora con H (9). Allora 
H_(9)* = HE), e 0(H-(9)) = 9. 

(3) R(z,H (9) è fortemente continuo per Im g +t 0 se Im z 2 0 rispetti- 


vamente. 


Dimostrazione. (1) Per trasformazione di Fourier F, rispetto 


A È ; 2 Ri ii 
a (x 3X3); H (9) è magi; equivalente a h (9) + En + E3: Sia F 


nta 


x4/3 (esplicitamente: la trasformazione 
di Airy f(x) = Lee 18%/3+ a f(£) de, Î(E) la trasformata di 

Fourier di f(x)). Allora Fj ho(9) pi 2% 
Fj F, H5l9) FI FI = x + E, + E» Îl che prova (1). Notiamo ora che, se 


trasformazione unitaria e 
da cui l'equivalenza unitaria 


Im g #0, procedendo come nel Lemma 3.5, Fa > 0, b > 0 indipendenti da 
|g], tali che i 


; 2 
(4.1) Mi (Ou “haut? = b idul? 4 [ol“ix,ulî , ue H n0(%,) 


1 


e ciò implica che H (9) è chiuso. E' inoltre chiaro che H(9)* = H (9). 
Ora se 11€, ye H° n D(x,) tali che H (9) w=Y, H,(9) d= (A- ga) $ 
VaeE R, $d = LAGS + as Xos x). Dunque H (9) non può avere autovalori iso- 
lati: o(H,(9)) E oss (1,09). D'altra parte 

W(H_ (9) = {2 EG: -m + argg<argz< arg g} = u(h(9)). e se 
dist(z, h(9)) > 0 h_ (9) - z è invertibile con inverso in B(LÈ) (basta 
scrivere la funzione di Green). Pertanto, per il teorema di Wey], 


n el 
z E 055 (9)) se e solo se 3 {u,} în H"0 D(x,), lu! = 1, tale cho 
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u, * 0 debolmente e I h, (9) - zlu,">0. Per il Lemma di Enss (si veda 
la conferenza di F. Nardini in questo Seminario) è possibile scegliere, 
in questo caso, {u, (x )} con supporto fuori da ogni 0 V n. Dato 
che dist(z, W(h (9) - dist(z,{<Uu, h (g)h>; lul=1; ue H° n D(x, )}) 
< dist(z, <u sh (9U >) $ < [<a s:(9)- z)u,?| s1(h(9)- z)u I» e 


dist(z, <u, ,h 069 >) ++ se u, ha supporto fuori da ogni compatto di 


UAN 


R, 005019) = 9. Ora, come si Nade facilmente da (4.1), H 069) è la chiu 
sura di (- du - ny ®1 + } ® h(9). Dunque 
(H (9) COCA (9) sole + 58)» (4, (9)) = 

(3) Basta “dica italica Img+ 0, Imnz> 0. Se 


Img > 0, e dist(z, W(H, (g9)) > 0, L 0l9) - z: D(H, (9)) J=4 e, e 


IR(z, H_(9))I s dist(z, NOA, (9)! ; A/Im z per î g sovrana pic 
cola e Im z sufficientemente lontana da 0, dove A non dipende da g. D'al- 
tra parte IK (9) - z)ull è continuo per Img+ 0 vue HÉ N D(x,) e per- 
tanto il risultato è provato per [1, Teor. VIII.1.5]. 

Il Lemma che segue è utile per la caratterizzazione completa 


dell'operatore dell'effetto Stark. 


Lemma 4.3. Sia g € C. Allora: 
(1) Se z &o(H_(9)), V R(z, H(9)): L > ty è compatto. 


(2) Sia 0 < |arg gl < m. Allora, se K(g,z) = V R(z, H(9))» 


lim IK(g,z) - K(0,z)I1 = 0 

|gl>0 
uniformemente în n < |arg glsm-n,n> 0, e in z nei compatti di 
= (0) Pa 
V_ a |arg g|lsm-n W(H(9))} 

Dimostrazione (cenno). (1) Basta considerare il caso g # 0. 

Se Img #0, D(H, (g)) C Hi: Vv, essendo compatto da HE in nà, lo hi a fortio 
ri da D(H,(9)) in nil Se g e R, notiamo che V = VW + Va: v, € ha 5 Vel a 
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Pertanto IV, R(z, H (9) I se |Im z|! per Im z #0 e quindi basta far ve- 
dere che V, R(z, H (9) è compatto, il che è vero perché la conoscenza e- 
splicita del nucleo -integrale di R(z, H (9)) permette di valutare esplici- 
tamente che la norma di Hilbert-Schmidt di V, R(z, H(9)) è finita. L'af- 
fermazione (2) si dimostra come nel Lemma 3.5. 

Il risultato fondamentale sull'effetto Stark può essere enun- 


ciato così: 


Teorema 4.4. Sia ge è, e H(g) definito da H_ (9) +V=-4+V+ gx 
su D(H_(9)) = H° n D(x,). Allora: 
(1) Se geR, H (9) è (essenzialmente) autoaggiunto. Se g # 0, g EIR, 
o(H(g)) = 0355 (H(9)) = 9,0 (#(9)) = R. 


(2) Sia Img # 0. Allora H(g) è chiuso, H(g)* = H(3), e rappresenta per 


1 


Im g 2 0 una coppia di famiglie olomorfe di tipo A con 0855 (4(9)) = d. 

(3) #9 CC, aperto connesso, tale che R(z, H(g)) è fortemente continuo 
per Im g + 0 uniformemente in z nei compatti di 9; risultato specula- 
re per Ingt+ 0. 

(4) Sia 0 un autovalore isolato di H(0)=T=-A+V di molteplicità m. 
Allora a è stabile per |g| sufficientemente piccolo, 0 < |arg gl < n. 
Sem=1, 3B> ,n> 0 tali che r,(9) è olomorfo per n<arg g<m- n, 
n > argg>T+n, |g| <B. 


Osservazioni. (1) Le funzioni \,(9) per Im g % 0 non sono la 
continuazione analitica l'una dell'altra, ma la loro riflessione: 
1,19) = CE Le due cose differiscono perché, come vedremo, i (9) ha pro 
lungamento analitico non uniforme se g attraversa R. 

(2) Si vede che si ha stabilità degli autovalori se g esce da 


0 in ogni direzione non reale e instabilità se esce lungo l'asse reale. 


Dimostrazione (cenno). (1) Per quanto riguarda o 


c<3(4(9)) = R 
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e H(g)* = H(g) l'affermazione segue dal teorema di Wey] e da quello di Rel 
lich-Kato poiché V è compatto da D(H,(9)) si, 050 l8,(9)) = $ verrà dimo- 
strato più avanti, e o (H (9) = 9 è provato da Avron-Herbst (si veda [3 , 
4, 5]). Nel caso V = - x[*, quello di maggior interesse fisico, l'af- 

fermazione è stata provata per la prima volta da Titchmarsh (8) con un me- 
todo sul quale torneremo. La (2) è anch'essa una conseguenza diretta del 
Lemma 4.3 (1), del teorema di Wey] e del fatto che H (gu: Im g z 0 + dg 
è analitica V u € H n D(x,). 

(3) E' facile vedere che Img>0 W(H(g)) rimane alla destra 
della parallela alla retta arg z = arg g che passa per b, per qualche 
b > - ©, Pertanto 39 come sopra e K > 0 (indipendente da g e da z nei 
compatti di 9) tale che IR(z, H(g))ll < K. Poiché H(g)u + Tu per Img > 0 
Vue HÉn D(x,); il risultato segue da [ 1, Teor. VIII.5] eseguendo lo 
stesso ragionamento per Im g + 0. L'affermazione. (4) si dimostra esatta- 
mente con lo stesso ragionamento del Teor. 3.5 tenuto conto dei Lemmi 4.2 
e 4.3. 

I] collegamento fra il complesso e il reale si ottiene median 
te il prolungamento analitico della dilatazione unitaria. 

Sia ancora (U(8)f)(x) = Pete f(e'x),0e R, fe L°rd), la 


è ; x SA ; 
dilatazione unitaria in L'. Si ha ovviamente: 


uco) na) vien! = e °° eg e89), Hg e99) = Hp (9 605) + V(8). 


0 È) ; 
n H(g a ) rappresenta una coppia 


Per la (2) del Teor. 4.4 e 
di famiglie olomorfe per 0 < |arg(g Sd ‘ t, g fisso, e per il ragiona- 
mento del Lemma 2.10 i loro autovalori non dipendono da 6. Ricordiamo che 
US di si dice analitico per dilatazione în {8: |Imo| < o} se 
U(6) y: |Ime| <a> L° è olomorfa, e che l'insieme {9} di tali vettori 
è denso in da va > 0. Considerando, senza perdita di generalità, solo il 


caso Im g > 0, abbiamo: 
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Teorema 4.5. Sia 0 < arg(g sa <t, geR. Allora: 
} _ . =20 30 
(1) Tutti gli autovalori i; (9), i=0xt,,. di € H(g e” ) hanno parte 
immaginaria strettamente negativa, e rappresentano risonanze dell'ope 


ratore autoaggiunto H(g) nel senso seguente: se ($,4) sono vettori ana 


ARIE -1 
litici per dilatazione per a > 0, allora le funzioni f "i <ò, (H(g)-z) W, 


a priori olomorfe in {z: Im z > 0} ammettono prolungamento meromorfo a 
tutto 0. I poli del prolungamento, ui" si fa variare y su tutto d, A 
sono tutti e soli gli autovalori di eo VITTO, a, 

(2) 0, (H(9)) = 

(3) Sia x l9) l'autovalore di H(g) di molteplicità 1 olomorfo per 
0 < [gl < B,n<argg<tr- n, tale che gl; \_ (9) dA & (Teorema 
4.4 (4)). Allora x (9) ammette prolungamento analitico (non uniforme) 
al settore 0 < |g| < B, i <argg< ? t, elmX 069) <0segeR. 


(4) La serie delle perturbazioni pa Ar 9" per 0 (g) a, A, e RVn, 


_ 


= 0 
ha raggio di oi nul10, è uno sstuon asintotico di x (g) 
per |arg gl] <2 DT ed è sommabile (Borel) a A (9) per n<arg ui 
Igl < B. 


‘ Osservazioni. (1) L'interpretazione che emerge dal teorema è: 
esiste una funzione x (9) che rappresenta un autovalore di H(g) per 
0 < arg g <, 0 < |g|] < B, ed è ivi olomorfa: essa ammette prolungamento 


sà dt; 
analitico (non uniforme) attraverso l'asse dvi fino a |arg gl <> 


0<|gl<B,e lim ni ri (9) = » |arg gl < 3 m. I] limite Navi i 
più, analitico) dè x (9) per Im g + 0 rappresenta una da del pro- 
blema, che altro non È che un autovalore di e eS q H (9 da geR, 


0 <Imo < # La serie perturbativa determina MELA la risonanza 
tramite la sommabilità e il prolungamento analitico fino a argg = 0, ed 
essendo reale sicuramente diverge per g € R, e quindi ha raggio di conver 
genza zero. 


(2) Il ragionamento che faremo per prolungare analiticamente 
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x l9) si applica pari pari all'effetto Zeeman, e si potrà così concludere 
che in quel caso x (9) è prolungabile fino a |arg gl<27- n. 
0 < |g| < B, con la stima del resto ivi valida uniformemente il che garan- 


tisce la sommabilità di Bore] per [g| < B, |arg gl <m- n. 


Dimostrazione (cenno). La chiave di volta è costituita dalla 


prova della seguente identità: sia g ER, 0<Im0 sa Allora: 


(4.3) La <0, (H-2)"*4>= <0(8) Le” 2° H(g e39)-217" y(0)> 
dove $(0) = U(0)ò, y(6) = U(8)y. Infatti il 2° membro di (4.3) non dipende 
da 6 perché, ricordiamolo, U(8 + gv = U(0) U(6)v e U(6,) è unitaria per 
% E R: pertanto il 2° membro di (4.3), che è olomorfo în@ , dipende solo 
da Im 9 ed è così costante. Inoltre esso è fortemente continuo quando 
Im 0+ 0 per il Teor. 4.4 (3). Esso coinciderà dunque con il suo limite a 
Im @=0, che vale ue (z) per equivalenza unitaria. Poiché 0955 (8 ee u(g ey) _; 
= 9 (Teor. 4.4 (2)) il 2° membro di (4.3) rappresenta bat il pro 
lungamento meromorfo di 3 v a tutto È. Dato che Li ‘è = in Do è H(9)lge 
è autoaggiunto, e o plNlodl, e R) =9, gli Ghini di e H(g ) ni. 
tutti e soli i poli del prolungamento e hanno parte immaginaria strettamen 
te negativa. Ciò prova (1). La (2) segue dalla (4.3) e dall'analoga valida 
per - 3 < Im 08 < 0: infatti esse implicano che ii (Z) ha valori al bordo 
continui per Im z ++ 0. Poiché 9) è denso în L2 ciò basta (si veda Reed- 
-Simon, XIII.7) a provare che 0, 6H(9)) = 9. Tenuto RE i nat 

4 (4), la (3) segue dal fatto che gli autovalori di e H(g e ) non di 
pendono da .e pertanto coincidono con quelli di H(g) quando 
n<argg<- n,9 € R. L'affermazione (4) i png” “agi come la 
(3) del Teor. 3.4, ragionando s'intende su e ° ug a” dt 0<arg(g Ni )Kkm 
e applicando il teorema di Watson-Nevanlinna, con la sola modifica che ora 


-B|x| 


= 0(n!) poiché Ix, e I. < È Ciò conclude il cenno di prova. 
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Osservazione. Nel caso V = - taj"!, l'effetto Stark propria- 
mente detto, si può dire molto di più sfruttando la parziale separabilità 
del problema. Senza dilungarci nei dettagli (si veda ad esempio [5]) no- 


tiamo che il cambiamento di variabili (x, 3%93%3) <> (U,v,6) 


Li 8 2 
x "7 (u -v) 
X, = U V cos d 0<Su,vs+o, 0S$<2t 
x3 = UV sin è 


E -1 . 
trasforma l'equazione di Schròdinger (-4 - |x| +9 x) y=Ew in 


2 2 2 
(aa) etut+ vi) a glu'-v*)- 1) 0(u,9) = 0 
du dv dg ù V 


-1/2 timg 
avendo posto è = (u v) y. Assumendo ®(u,v,ò) della forma x(u) w(v) e i 


m = 0,1,..., l'equazione di Schròdinger è formalmente equivalente a: 


2 


(- — + (mi - 1/4) ha” E ul + g u5) x=M X 
(4.5) po 
(- = - (È - 1/4) n° E vi - g u9) ws, % 
dv 3 n 


dove lo spettro è definito implicitamente dai valori di E tali che 

A, (E:9) + A, (E:9) = 1. Il punto qui è che le equazioni separate sono equi 
valenti a quella di Schròdinger solo per g complesso, nel qual caso la 2° 
delle (4.5) va definita come il prolungamento della prima a g ef mediante 
la tecnica del 2.10, 

Pertanto si può impostare il problema dalle (4.5) e, usando i 
risultati del n. 2, non solo riottenere i risultati precedenti (che, anzi, 
sono stati dimostrati prima per questa via) ma anche ottenere stime quanti 
tative. Ricorderò, fra le molte, la formula di Oppenheimer che dà 1'anda- 


mento asintotico di Im x (9) per g ER + 0: 


Im \, (9) = gs3 e 2/39 (1 + o(g)). 
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